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ОГЛЯД ЗАСТОСУВАННЯ СУЧАСНИХ МЕТОДІВ  
ТОПОЛОГІЧНОГО АНАЛІЗУ ДАНИХ

В цій статті наведено систематичний огляд застосування базових ін-
струментів сучасного топологічного аналізу даних, зокрема, пов’язаних 
з стійкими (персистентними) гомологіями. Йдеться про діаграми стій-
кості, числа та криві Бетті. Аналіз та порівняння даних типу хмара точок 
з допомогою цих інструментів знайшли широке застосування в останнє 
десятиліття. Зокрема, в таких галузях як, комп'ютерний зір, аналіз біо-
медичних даних, аналіз часових рядів, матеріалознавство, дослідження 
великомасштабної структури Всесвіту, аналіз стохастичних та перколя-
ційних процесів, а також в ряді інших фундаментальних та прикладних 
областях науки. Спираючись на спрощені доступні означення матема-
тичних понять симплексів, стійких гомології та інструментів, що на них 
базуються, ми оглянемо та виділимо найбільш яскраві приклади їхнього 
застосування в топологічному аналізі даних.
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REVIEW OF THE APPLICATION OF MODERN METHODS  
OF TOPOLOGICAL DATA ANALYSIS

This article presents a systematic review of the use of basic tools of 
modern topological data analysis, in particular, those related to stable 
(persistent) homologies. We are talking about stability diagrams, numbers, 
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and Betty curves. The analysis and comparison of point cloud data using 
these tools have been widely used in the last decade. In particular, in such 
fields as computer vision, biomedical data analysis, time series analysis, 
materials science, studies of the large-scale structure of the Universe, 
analysis of stochastic and percolation processes, as well as in a number of 
other fundamental and applied fields of science. Based on the simplified 
accessible definitions of the mathematical concepts of simplexes, stable 
homologies, and the tools based on them, we will review and highlight the 
most striking examples of their application in topological data analysis.

Keywords: topological data analysis, persistent homologies, data 
processing, algorithms.

Постановка проблеми. Топологічні методи аналізу даних, чи 
просто топологічний аналіз даних (ТАД) — це область галузі оброб-
ки даних що зазнала стрімкого розвитку за останні десятиліття. Це 
пов’язано як із значним розширенням обчислювальних можливостей 
так і з створенням зручних програмних інтерфейсів та фреймворків 
для відповідних обчислень. При цьому на даний час відсутній систе-
матичний огляд застосування методів топологічного аналізу даних в 
різних галузях науки і техніки. 

Топологічний аналіз даних базується на концепції сприйнят-
тя даних як хмари точок в просторі фізичних координат чи просторі 
вимірюваних параметрів. Його об’єктом досліджень є в першу чергу 
геометрична форма та топологія відповідної хмари точок. При цьому 
для їх дослідження використовується певне наближення —  фільтра-
ція симплексного комплексу відповідної хмари точок та альфа-комп-
лексу (Вієторіса-Ріпса, Чеха). Процедура фільтрації полягає в побудо-
ві послідовного ряду таких комплексів, де довжина з’єднання (радіус 
фільтрації) між вершинами комплексу зростає поступово від нуля до 
(умовно) нескінченності. При цьому, досліджуються топологічні вла-
стивості многовиду, що утворюється шляхом побудови сфер радіусу 
фільтрації навколо кожної вершини під час процесу фільтрації. Утво-
рений ряд многовидів характеризується зокрема своїми порожнина-
ми (групами гомологій нестягуваних циклів). Кожна з утворених по-
рожнин таким чином існує на своєму відрізку радіуса фільтрації. Ті з 
них, які є найбільш довготривалими (стійкими) в процесі фільтрації як 
виявилось, грають також і найбільшу роль в характеризації вихідної 
хмари точок як набору даних. Таким чином, опис стійких гомологій 
(тобто порожніх, стійких в процесі фільтрації) є одним із найпрості-
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ших інструментів ТАД і як ми побачимо далі, знаходить широке засто-
суваннях в найрізноманітніших ситуаціях.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Ряд задач з оброб-
ці даних часто зводиться до порівняння хмар точок. Ці точки можуть 
бути виміряні або обчислені положення реальних фізичних об’єктів 
(галактики, дефекти в твердому тілі, особливості на зображені) чи 
бути точками в просторі параметрів. Виявляється, немає прямого 
поняття відстані між двома хмарами точок: розгляд кожної окремої 
точки призводить до «інформаційного переповнення», неоднознач-
ності, і в більшості випадків буде занадто чутливим до невеликих змін 
у положенні точок. Вирішити проблему, можна якщо не розглядати 
окремі точки, а натомість витягти певну узагальнену інформацію про 
їх розподіл, який міститиме керовану кількість чисел, а потім шукати 
деяке поняття відстані. 

Мета статті – огляд застосування таких інструментів топологіч-
ного аналізу даних як діаграми стійкості гомологічних особливостей 
(дірок) та криві Бетті (в поєднанні і з складнішими інструментами 
ТАД) у різних галузях наукових досліджень, та проаналізувати засто-
сування таких методів і порівняти їхнє застосування у максимально 
різноманітних областях, де наука стикається із опрацюванням даних, 
що мають складну структуру, оскільки дані методи обробки покликані 
бути застосованими в першу чергу у складних високорозмірних на-
борах даних. Показати наскільки широким стало можливе застосу-
вання методів ТАД і зокрема, тих, що базуються на стійких гомологіях 
в сучасних галузях наук та мають справу з великою кількістю даних та 
статистичним висовуванням на їх основі.

Виклад основного матеріалу дослідження. Одним із можли-
вих підходів є наділення кожної точки сферою радіуса  з центром у 
точці, і розгляд об'єднання всіх цих куль у многовид. Цей многовид 
матиме певні топологічні властивості, які можуть бути представлені 
чисельно та використані далі. Таким чином, можна використовувати 
числа Бетті – ранги відповідних груп гомології даного многовиду. Для 
простоти можна вважати 0-число Бетті числом зв’язних компонентів, 
1-число Бетті як ряд одновимірних або «плоских» порожнин, 2- як 
кількість двовимірних порожнин. Представлення хмари точок через 
числа Бетті є досить стабільним щодо переміщення, обертання та не-
великої варіації положень точок в хмарі, що є бажаною властивістю.

Однак, вибір радіуса r цих сфер може бути спірним. Щоб вирішити 
цю проблему, можна розглянути всі можливі значення  і відстежувати 
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топологічні особливості (порожнини), по мірі того як многовид зміню-
ється зі зміною . Звідси назва – «стійка гомологія»: кожна топологічна 
особливість зберігається в межах певного діапазону зміни параметра 
r (параметра фільтрації). Відповідні числа Бетті змінюються, коли такі 
особливості (дірки) «народжуються» або «вмирають». Результат мож-
на представити як графік залежності чисел Бетті від параметра .

Також ми можемо відобразити «народження» і «смерть» кожної 
окремої топологічної особливості у формі діаграми стійкості. Цікаво, 
що існує поняття відстані між діаграмами стійкості із строгим мате-
матичним сенсом, яке носить назву «відстань Вассерштейна», а його 
частковий випадок називають «горловинна відстань» (bottleneck 
distance).

На рис. 1 показано процес фільтрації на прикладі простої хмари 
точок в двомірному просторі. В даному випадку досліджуваним мно-
говидом буде об’єднання кругів на кожному кроці збільшення радіу-
сів. Видно, як спочатку многовид є незв’язним взагалі, але поступово 
він перетворюється в однозв’язний. Найцікавіше відбувається посе-
редині — в процесі фільтрації виникають і зникають порожнини. При 
цьому видно, що найбільш стійкою є порожнина, що відповідає “фор-
мі” хмари точок –колу..

Рис. 1. Процес фільтрації на прикладі простої хмари точок  
в двомірному просторі
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На рис.  2 дано порівняння діаграм стійкості для двох многови-
дів – сфери та тора, що мають різну топологію. Точки випадково насе-
ляють поверхні многовидів. На діаграмах стійкості помітну принци-
пову різницю між многовидами – у сфери лише одна двомірна стійка 
особливість, а у тора — одна двомірна і дві одномірні стійкі гомоло-
гічні особливості (нестягувані дірки).

а)

б)

Рис. 2. Порівняння діаграм стійкості для двох многовидів: 
а) сфери; б) тора

Джерело: виконано автором



Науковий журнал «IT SYNERGY», 2024, випуск 2 (7)

117

Комп’ютерний зір – це одна з перших галузей, куди почали про-
никати методи ТАД. Знаковою стала рання стаття [1] що задала важ-
ливий напрям - кодування зображень через його стійкі гомології. 
При цьому зображення (після бінаризації) розглядається як граф із 
4-звіязністю. Також, методи базовані на стійких гомологіях чудово 
проявили себе в такій поширеній задачі як класифікація зображень 
рукописних цифр [2] (на класичному датасеті MNIST). Крім цього, ці-
кавим прикладом є дослідження того, як змінюється картина стійких 
гомологій зображення при зміні роздільної здатності, яке було зро-
блено в [3]. В цілому, стійкі топологічні властивості зображення часто 
служать додатковим дескриптором, що забезпечує розуміння, яке не 
може бути виявлено традиційними нейронними мережами чи іншими 
методами машинного навчання застосованого до зображень. Існуючі 
дослідження в цій галузі зосереджені насамперед на ефективній ін-
теграції топологічних властивостей даних у процес навчання з метою 
підвищення продуктивності. В роботі [4] доступний широкий огляд 
такого застосування ТАД в обробці зображень.

Машинне навчання. Зручне представлення даних, яке може як 
зберегти внутрішню інформацію, так і зменшити їх складність і роз-
мірність, є ключовим для продуктивності моделей машинного нав-
чання. Глибоко вкорінені в алгебраїчній топології, стійкі гомології за-
безпечують тонкий баланс між спрощенням даних і характеристикою 
внутрішньої структури, і її успішно застосовують у різних областях ма-
шинного навчання. В цілому, основними напрямами поєднання ТАД 
та машинного навчання є: топологічне представлення особливостей 
(features) на вхід моделей машинного навчання, відстані та функції по-
дібності між наборами даних, що базуються на стійких гомологіях та 
зменшення розмірності та редукція даних. Всі ці способи застосуван-
ня, які і деякі інші наведені в широкому огляді застосування стійких 
гомологій в машинному навчанні [5]. А в огляді [6] наведено приклади 
застосування, що стосуються різних фізичних задач, від мезо- до на-
номасштабу та квантової фізики. Інші прикладні застосування міксу 
машинного навчання та ТАД що базується на стійких гомологіях, в та-
ких областях як хімія, біологія, геофізика, наведено в [7].

Стохастичні процеси. Картина стійких гомологій для випадкових 
процесів є цікавою сама по собі, адже випадкові процеси моделюють 
дуже багато різних явищ в природі, науці та техніці. Отже, вивчення 
топології випадкових хмар точок дасть змогу, наприклад, зрозуміти в 
яких випадках ми стикаємось з випадковим шумом, і чи присутній той 
чи інший важливий сигнал в даних. В роботі [8] автор показує що для 



Н
ау

ко
ви

й 
ж

ур
на

л 
«

IT
 S

YN
ER

GY
»

, 2
02

4,
 в

ип
ус

к 
2 

(7
)

11
8

П
уа

со
ні

вс
ьк

ог
о 

то
чк

ов
ог

о 
пр

оц
ес

у 
ха

ра
кт

ер
но

ю
 є

 п
ев

на
 ф

ор
м

а 
кр

и-
ви

х 
Бе

тт
і й

ог
о 

го
м

ол
ог

ій
. А

 в
 р

об
от

і [
9]

 а
вт

ор
и 

ви
вч

аю
ть

 я
к 

ко
нк

ре
тн

о 
за

ле
ж

ат
ь 

ві
д 

гу
ст

ин
и 

то
чо

к 
та

 к
ра

йо
ви

х 
ум

ов
 ф

ор
м

а 
та

 а
м

пл
іт

уд
а 

кр
и-

ви
х 

Бе
тт

і р
із

ни
х 

ро
зм

ір
но

ст
ей

 д
ля

 ц
ьо

го
 ж

 т
ак

и 
П

уа
со

ні
вс

ьк
ої

 х
м

ар
и 

то
чо

к 
(х

м
ар

и 
то

чо
к 

щ
о 

м
ає

 р
ів

но
м

ір
но

 р
оз

по
ді

ле
ну

 й
м

ов
ір

ні
ст

ь 
за

по
-

вн
ен

ня
 о

б’
єм

у)
.

Бі
ом

ед
иц

ин
а.

 Т
АД

 з
на

йш
ов

 ш
ир

ок
е 

за
ст

ос
ув

ан
ня

 в
 а

на
лі

зі
 м

е-
ди

чн
их

, б
іо

ло
гі

чн
их

 т
а 

бі
ом

ед
ич

ни
х 

да
ни

х.
 З

ок
ре

м
а,

 с
ті

йк
і г

ом
ол

ог
ії 

за
ст

ос
ов

ую
ть

ся
, я

к 
дл

я 
ан

ал
із

у 
ан

ал
із

у 
ча

со
во

-з
м

ін
ни

х 
да

ни
х 

(д
о-

сл
ід

ж
ен

ня
 р

ит
м

у 
би

тт
я 

се
рц

я 
в 

[1
0]

), 
та

к 
і д

ля
 а

на
лі

зу
 з

об
ра

ж
ен

ь 
(н

а-
пр

ик
ла

д,
 к

ла
си

ф
ік

ац
ія

 н
а 

ос
но

ві
 с

ті
йк

их
 г

ом
ол

ог
ій

 з
об

ра
ж

ен
ь 

пу
хл

ин
 

ле
ге

нь
 т

а 
м

оз
ку

) [
11

]. 
О

со
бл

ив
о 

ви
ді

ля
єт

ьс
я 

та
ке

 ц
ік

ав
е 

за
ст

ос
ув

ан
ня

 
ТА

Д
 в

 м
ед

иц
ин

і я
к 

до
сл

ід
ж

ен
ня

 ін
те

ра
кт

ом
у 

пр
от

еї
н-

пр
от

еї
но

ви
х 

вз
а-

єм
од

ій
 в

 т
іл

і л
ю

ди
ни

 [1
2]

З 
чу

до
ви

м
 о

гл
яд

ом
 р

об
іт

 н
а 

те
м

у 
за

ст
ос

ув
ан

ня
 Т

АД
 с

ам
е 

в 
бі

ом
е-

ди
чн

ій
 г

ал
уз

і м
ож

на
 о

зн
ай

ом
ит

ис
ь 

в 
[1

3]
.

М
ат

ер
іа

ло
зн

ав
ст

во
. Д

іа
гр

ам
и 

ст
ій

ко
ст

і т
а 

ін
ш

і і
нс

тр
ум

ен
ти

 с
ті

й-
ки

х 
го

м
ол

ог
ій

 в
 н

ау
ці

 п
ро

 м
ат

ер
іа

ли
 з

ас
то

со
ву

ю
ть

ся
 д

ля
 с

тр
ук

ту
р-

но
го

 а
на

лі
зу

 с
кл

а,
 к

ри
ст

ал
із

ац
ії 

гр
ан

ул
ьо

ва
ни

х 
си

ст
ем

 і 
ф

ор
м

ув
ан

ня
 

де
ф

ек
ті

в 
в 

по
лі

м
ер

ах
, п

ри
кл

ад
и 

ци
х 

за
ст

ос
ув

ан
ь 

зі
бр

ан
і в

 [1
4]

. Д
ля

 
за

ст
ос

ув
ан

ня
 Т

АД
 в

 м
ат

ер
іа

ло
зн

ав
ст

ві
 а

вт
ор

ам
и 

[1
5]

 б
ул

о 
та

ко
ж

 р
оз

-
ро

бл
ен

о 
сп

ец
іа

лі
зо

ва
не

 п
ро

гр
ам

не
 з

аб
ез

пе
че

нн
я 

H
om

Cl
ou

d.
 В

 ц
ій

 
са

м
ій

 р
об

от
і а

вт
ор

и 
на

во
дя

ть
 ін

ш
і ц

ік
ав

і п
ри

кл
ад

и 
то

го
, я

к 
ст

ій
кі

 г
о-

м
ол

ог
ії 

до
по

м
аг

аю
ть

 у
 в

ив
че

нн
і м

ат
ер

іа
лі

в:
 с

тр
ук

ту
ри

 г
ра

ну
ль

ов
ан

их
 

м
ат

ер
іа

лі
в 

(д
ив

. т
ак

ож
 [1

6]
), 

м
од

ел
ю

ва
нн

я 
по

лі
м

ер
ів

 т
а 

м
’я

ко
ї м

ат
ер

ії,
 

ви
ра

ж
ен

ня
 л

ок
ал

ьн
ої

 с
тр

ук
ту

ри
 д

во
ви

м
ір

но
ї б

ін
ар

но
ї к

ол
ої

дн
ої

 к
он

-
ф

іг
ур

ац
ії,

 щ
о 

об
м

еж
ен

а 
м

еж
ею

 р
оз

ді
лу

 г
аз

-р
ід

ин
а 

то
щ

о.
Ве

ли
ко

м
ас

ш
та

бн
а 

ст
ру

кт
ур

а 
Вс

ес
ві

ту
. Д

ля
 д

ос
лі

дж
ен

ня
 в

ел
ик

о-
м

ас
ш

та
бн

ої
 с

тр
ук

ту
ри

 В
се

св
іт

 Т
АД

 є
 в

ід
но

сн
о 

но
ви

м
, а

ле
 л

ог
іч

ни
м

 і 
пр

ир
од

ни
м

 с
по

со
бо

м
 д

із
на

ти
сь

 б
іл

ьш
е 

пр
о 

ев
ол

ю
ці

ю
 і 

вл
ас

ти
во

ст
і 

ці
єї

 с
тр

ук
ту

ри
. П

іс
ля

 п
оя

ви
 г

іг
ан

тс
ьк

их
 к

ос
м

ол
ог

іч
ни

х 
си

м
ул

яц
ій

, а
 

та
ко

ж
 р

оз
ро

ст
ан

ня
 к

ат
ал

ог
ів

 с
по

ст
ер

еж
ни

х 
га

ла
кт

ик
 п

оч
ин

аю
чи

 з
 

кі
нц

я 
м

ин
ул

ог
о 

ст
ол

іт
тя

 в
че

ні
 в

ид
іл

яю
ть

 о
кр

ем
е 

по
ня

тт
я 

Ко
см

іч
но

ї 
па

ву
ти

ни
 - 

як
 о

кр
ем

ог
о 

яв
ищ

а,
 с

по
со

бу
 у

 я
ки

й 
га

ла
кт

ик
и 

та
 с

ку
пч

ен
-

ня
 г

ал
ак

ти
ки

 р
оз

та
ш

ов
ую

ть
ся

 о
дн

е 
ві

дн
ос

но
 о

дн
ог

о 
на

 н
ай

бі
ль

ш
их

 
м

ас
ш

та
ба

х 
сп

ос
те

ре
ж

но
го

 В
се

св
іт

у.
 Т

ак
у 

ст
ру

кт
ур

у, 
як

а 
ф

ор
м

ує
ть

ся
 

пі
д 

ді
єю

 г
ра

ві
та

ці
йн

ої
 в

за
єм

од
ії 

і р
оз

ш
ир

ен
ня

 В
се

св
іт

у 
м

ож
на

 с
пр

ий
-

м
ат

и 
як

 м
ер

еж
у, 

ве
рш

ин
ам

и 
як

ої
 б

уд
ут

ь 
га

ла
кт

ик
и 

аб
о 

ск
уп

че
нн

я 
га

ла
кт

ик
. В

ла
ст

ив
ос

ті
 К

ос
м

іч
но

ї п
ав

ут
ин

и 
(м

ер
еж

і) 
до

сл
ід

ж
ую

ть
 я

к 



Науковий журнал «IT SYNERGY», 2024, випуск 2 (7)

119

граф-теоретичними методами (обчислюючи мережеві характери-
стики вершин, такі як кількість сусідів вершини, чи його ступінь по-
середництва), так і методами ТАД. Так, в роботах [17] та [18] автори 
показують, що криві Бетті та діаграми стійкості Космічної павутини є 
чутливими до космологічних параметрів. А в роботі [19] така ж чут-
ливість показано від проміжку мас популяції гало, що розглядається.

Висновки та пропозиції. В цій статті було зроблено система-
тичний огляд застосування елементарних інструментів топологічно-
го аналізу даних - гілки науки про данні, що динамічно розвивається 
в останні десятиліття - у таких галузях як комп’ютерний зір, машинне 
навчання, стохастичні процеси та їх використанні у біомедицині, ма-
теріалознавстві та вивчені багатомасштабної структури Всесвіту.

Було показано, що такі інструменті як: діаграми стійкості, числа 
та криві Бетті володіють рядом переваг при розгляді даних, що мо-
жуть бути представлені як хмари точок. До цих переваг належать: 
стійкість до шуму в даних, безмасштабність (непараметричність) під-
ходу, універсальність. Як наслідок, ці інструменти застосовуються в 
дуже широкому ряді областей науки та обробки даних, від космології 
до нанофізики, від біомедицини до вивчення стохастичних процесів. 

Отже, серед пропозицій можна виділити: ширше застосування 
методів топологічного аналізу даних, зокрема, заснованих на стійких 
гомологіях у комп'ютерних науках та науках про обчислення та аналіз 
даних у вітчизняному науковому середовищі, впровадження цих ме-
тодів у практиці профільних наукових інститутів України.

Ця робота була виконана за фінансової підтримки Національного 
Фонду Досліджень України, номер гранту No. 2023.03/0098 (держав-
ний реєстраційний номер 0124U004029)

© Ціж М.Б., 2024
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